MATHEMATIQUES L2 — COURS DE SOPHIE JALLAIS ET MURIEL Pucci
Corrigé du TD n°3

Espaces vectoriels dans R

EXERCICE 1.
1 3 X
=X
a 2
X -2X
/

Vecteur colinéaire allant dans la Vecteur colinéaire allant dans la

méme direction dont la longueur vaut direction opposée et dont la longueur

gx la longueur de X vaut 2 x la longueur de X

Ces vecteurs appartiennent a E car le produit d’'un vecteur de E par un réel est un vecteur de E.

A, X

N\

Les vecteurs
peuvent aller dans
les deux directions

C’est un espace vectoriel (toute somme de deux vecteurs de A est un vecteur de A et le produit d’'un
vecteur de A par un réel est un vecteur de A). Remarque : toute droite passant par 'origine est un espace

vectoriel.

c. Az = {aX, a= 0} est 'ensemble des vecteurs colinéaire a X et allant dans la méme direction que X.

Ce n’est pas un espace vectoriel : par exemple, le produit du vecteur X par le réel —1 n’appartient pas a 4,.

2.
a. Représenter graphiquement les vecteurs X + Y, 2X — Y. Ces vecteurs appartiennent-ils a E ?

Ces vecteurs appartiennent a E car
- le produit d'un vecteur de E par un réel est un vecteur de E.
- lasomme de deux vecteurs de E est un vecteur de E
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b. Représenter graphiquement 'ensemble B; = {aX + fY,a € R, € R }. Est-ce un R-espace vectoriel ?

Y

B; ={oX + BY, a€IR, BEIR} : est le plan vectoriel engendré par les vecteurs X et Y. C’est un espace vectoriel.
La somme de deux vecteurs de ce plan est un vecteur de ce plan. Et le produit d’'un vecteur du plan B; par

un réel est un vecteur de ce plan.

EXERCICE 2 (FACULTATIF)

1. Si Xo et X1 sont deux solutions du systeme MX = 0,alorsona:

MX, = 0 et MX; = 0.

Il s’ensuit que :
M(Xo +X1) =MXo+MX;=0+0=0,
etque:

M (aXo) = MaXo = aMXo = o0 = 0,

Les vecteurs Xp + X1 et aXp sont donc solution du systéeme MX = 0.

Propriété. Toute partie non vide d’'un R-espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E sur R si elle est

stable pour la somme vectorielle et 'homothétie.

Les vecteurs X solutions du systeme MX = 0 sont des vecteurs de R3. L’ensemble S de ces solutions
est donc une partie de R3.

Il n’est pas vide puisqu'’il contient au moins le vecteur nul de R? (en effet MO = 6).

Il s’ensuit qu'il est un sous-espace vectoriel de R3 s'il est stable pour la somme vectorielle et
I'homothétie, ce qui est vrai puisque, on vient de le voir, d’'une part, la somme de deux vecteurs Xo
et X1 de S est un élément de S (stabilité pour la somme vectorielle) et, d’autre part, le produit d'un
vecteur Xo de S par un réel a est un élément de S (stabilité pour 'homothétie).

2. Raisonnons de méme.

L’ensemble S des vecteurs X solutions de I'équation MX = U (ou U est un vecteur donné de R3) est
une partie de R3.

Une condition nécessaire pour que S soit un sous=espace vectoriel de R? est qu'il contienne au
moins le vecteur nul de R3. 1l faut donc que : MO = U.

Comme MO = 0, 'ensemble S des solutions de MX = U (ot U est un vecteur donné de R3) ne peut
donc étre un espace vectoriel que si U = 0. Or si U est le vecteur nul de R3, I’équation de cette
question est la méme que celle de la question précédente.
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= La seule condition pour que I'ensemble S des solutions de I'’équation MX = U soit un sous-
espace vectoriel de R3 est donc: U = 0.

EXERCICE 3
1 1
-1 0

2. Cet ensemble est-il stable pour la somme vectorielle ? pour ’homothétie (produit d'un vecteur de A par
un réel) ? Que pouvez-vous en déduire ?
o  Stabilité pour la somme vectorielle
A est stable pour la somme vectorielle si et seulement si :
VX, €EAet VX, € A, alorsX; + X, €A

1 1
C’est-a-dire si la somme de deux combinaisons linéaires des vecteurs ( 2) et <—1) est une combinaison
-1 0

linéaire de ces mémes vecteurs.
Si X; € A, celasignifie, par définition de A4, qu’il existe deux réels a; et 3; tels que:

1 1
t=a( 2)en(-1)
-1 0

De méme, si X, € 4, il existe deux réels a, et 3, tels que :

1 1
X, = (x2< 2) + B, (—1).
-1 0
Onadonc:
1 1 1 1 1 1
et 3)en(D)en( )en (1) wro( 3)ewmen(-l)
-1 0 -1 0 -1 0

La somme de deux réels étant un réel, X; + X, est de la forme :

1 1

X +X,= a( 2> +B (—1) , o0l a et § sont deux réels.
-1 0

C’est donc un élément de A : on en conclut que A est stable pour la somme vectorielle.

o Stabilité pour 'homothétie
A est stable pour ’homothétie (ou produit d'un vecteur de A par un réel) si et seulement si :
VX e A VAER alorsAX € A

1 1
c’est-da-dire si le produit d’'une combinaison linéaire des vecteurs ( 2) et (—1) par un réel est une
-1 0
combinaison linéaire de ces mémes vecteurs.

Si X € A, alors il existe deux réels a, et 3; tels que :

1 1
xean( 2)en (-1}
-1 0

Il s’ensuit que I'on a, quel que soit le réel A :
1 1 1 1
- A[( z) o, (1)] _ @al)( z) + 08 (1> .
-1 0 -1 0
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Le produit de deux réels étant un réel, AX est de la forme :

1 1
AX= ( 2) +B (—1) ,ou « et 8 sont deux réels.
-1 0

C’est donc un élément de A : on en conclut que A est stable pour I'homothétie.

A est une partie de R3 (puisque, R3 étant un espace vectoriel, les combinaisons linéaires de deux vecteurs
de R3 sont des vecteurs de R3) non vide (puisqu’il contient le vecteur nul de R3 pour@ = § = 0) stable
pour la somme vectorielle et ’homothétie. C’est donc un sous-espace vectoriel de R3 surR.

1 1
3. A est le plan vectoriel engendré par les vecteurs ( 2) et (—1), c’est-a-dire I'ensemble des combinaisons
-1 0
linéaires de ces deux vecteurs (voir B; dans I'exercice 1). C'est une partie des vecteurs de R.
Attention : les vecteurs de A ont 3 éléments et donc, méme s'il s’agit d'un plan, les vecteurs de A ne sont

pas des vecteurs de R?.

Au terme de cet exercice, on peut rappeler la propriété générale :

Tout ensemble engendré par un ensemble G de vecteurs de R™ est un sous-espace vectoriel de R™.

Et remarquer que, pour démontrer qu'un ensemble est un espace vectoriel, on pourra appliquer cette
propriété plutot que de refaire la démonstration que I’on vient de faire.

EXERCICE 4

1.
X X X
B, ={(y>, 2x—y+z=0}={<y>, y=2x+z}={<2x+z>,yeR,ze]R}.
Z Z V4
1 0
={x(2>+z<1),y€ R,z€e R
0 1

1 0
Les éléments de B; sont donc les combinaisons linéaires des deux vecteurs (2) et (1) de R3.
0 1

2. 0n va directement appliquer la propriété suivante :

Tout ensemble engendré par un ensemble G de vecteurs de R™ est un sous-espace vectoriel de R™.

1 0
B, est I'ensemble des combinaisons linéaires des deux vecteurs (2) et <1> de R3. I est donc engendré
0 1

par I'ensemble G, formé de ces deux vecteurs de R3. Il s’ensuit que c’est un sous-espace vectoriel de R3.
o Ensemble B,

() oyeems) () oo o) remees)
D)+ (5)eneen)

Les éléments de B, ne forment pas 'ensemble de toutes les combinaisons linéaires de trois vecteurs de
R3. B, n’est donc pas un sous-espace vectoriel de R3.
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0

Plus simple : on peut remarquer que le vecteur nul de R3 n’appartient pas a B, car 05 = (0) ne vérifie pas
0

la condition d’appartenance a B, : puisque 2 X 0 — 0 + 0 # 1. Or c’est une condition nécessaire pour que

B (qui est une partie de R3) soit un sous-espace vectoriel de R3.

o Ensemble B,

X X X
B3={<y>, 2x—y+z=0etx+z=0}={(y>, 2x—y+z=0etz=—x}={<y),y=xetz=—x}
z z z
x 1
:{( x),xE]R}zx( 1>,x€]R
—x -1
1

Les éléments de B; sont donc les homothétiques du vecteur [ 1 | de R3 (ce qui est un cas particulier de
-1
combinaison linéaire). On peut en déduire que B; est un sous-espace vectoriel de R3.

EXERCICE 5 (FACULTATIF)

X X
_ y 4 L _ _J|y 4 _ e
1.C= Z ER* x+y—z=0ety+z+t=0;= Z ER* z=x+yett=—x-2y
t t
X 1 0
= x?i/-y ,ZXERYyER,=<x 2 +y } ,2XERy€ER
—x =2y -1 -2
1 0
Les éléments de C sont les combinaisons linéaires des deux vecteurs (1) et 1 de R*.
-1 -2
2. Par propriété, C étant 'ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs de R*, c’est un sous-espace

vectoriel de R*.

EXERCICE 6 - Les ensembles de vecteurs suivants sont-ils libres ou liés ?

Sy = {(1) ( 1)} La matrice triangulaire obtenue par la méthode
1/7'\-1 1 1 du pivot ne comporte aucun zéro sur sa diagonale
rangSi = rang(1 _1) principale. Elle est donc de plein rang.
= rang((l) _;) = 2 = cardS, = S;estlibre.
_((1 1\ (-1 S, contient S; donc son rang est supérieur ou égal
52 {(1)'(—1)’( 1)} g arang$S; =2.
rangS,; = 2 <cardS, = Syestlié. Les vecteurs de S; appartiennent a IR?, donc le
rang de S; est inférieur ou égal a 2.
_(( (-1 Les deux vecteurs de S; sont proportionnels
s={(1)- C} :
rangS; = 1 < cardS; = S;estlié.
0y (-1
si={(p)- (")}
0 1
Ss estlié car 'un de ses vecteurs est le vecteur nul.
1\ /0\ /0 Ss est la base canonique de R3.
Ss=3410]),({1]/,]10 Sil'on n’a pas encore introduit les bases, faire
0/ \0/ \1 apparaitre la matrice diagonale d’ordre 3 ne
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rangSs = 3 = cardSs = S; est libre.

comportant aucun 0 sur sa diagonale principale.

=00

1 -1 1\L
RangS¢=rang[1 2 2L

0 2 —1/L3
1 -1 1\Li(pivot)
=rang<0 3 1) 5 =L, — Ly
0 2 -1/L,
1 -1 1\
:rang<0 3 1) L (2™ pivot)
0 0 —5/1§=3L,—2L,

rangSe = 3 = cardSg = S¢ est libre.

La matrice triangulaire obtenue par la méthode
du pivot ne comporte aucun zéro sur sa diagonale
principale. Elle est donc de plein rang.

=06

1 -1 1\L
RangS¢=rang] 2 2 6L

-1 2 0/Ls

1 —1 1\ L1 (pivot)
=rang<0 4 4) 5 =1Ly — 2L,

0 1 VIly=Ls+1,

1 -1 1\l
=rang<0 4 4> L (2™ pivot)
0 0 0/L5=4L-1)
rangS; = 2 < cardS; = S, estlié.

La matrice triangulaire obtenue par la méthode
du pivot comporte un zéro sur sa diagonale
principale.

Elle est donc singuliere et rangS, < 2.

Or les deux premiers vecteurs de S, ne sont pas
proportionnels.

e

2 2 6

rangSs = rang(—l 2 0) =rangS;
1 -1 1

rangSg = 2 < cardSg = Sgest lié.

On retrouve les mémes lignes que dans la matrice
formée par les vecteurs de S7, mais dans le
désordre

1 2 -1
=)
1 6 0
2 2 6
rangSs= rang(—l 2 0) =rangS;

1 -1 1
rangSqy = 2 < cardSq = Sg estlié.

So est la transposée de S7

EXERCICE 7
o Ensemble B,

1\ /0
B, estle sous-espace vectoriel de R3engendré par le systéme G, = {(2) , (1)}

0 1

Les vecteurs de G; sont linéairement indépendants (deux vecteurs sont linéairement indépendants s’ils

ne sont pas proportionnels).

G, est un systéme libre et générateur de B; : c’est donc une base de B;.

On en déduit que dimB; = cardG; = 2 (car la dimension d’un espace vectoriel est égal au nombre de

vecteurs d’une de ses bases).
e Ensemble B,
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1
Bj; est le sous-espace vectoriel de R3engendré par le systéme G; = {(—1)}
-3
Le vecteur de G; est linéairement indépendant (un vecteur est linéairement indépendants s’il est
différent du vecteur nul).
G5 est un systeme libre et générateur de B; : c’est donc une base de Bs.
On en déduit que dimB3 = cardG; = 1.

EXERCICE 8.
On note L(S;) 'espace vectoriel engendré pars;.

e S est un systeme libre de deux vecteurs de R? (dont la dimension est 2). S; est donc une base de
R? (L’ensemble L(S1) est I'ensemble R2).

e S; estun systeme lié de trois vecteurs de IR2 (dont la dimension est 2) qui contient S, une base de
R2. S, engendre donc R? (L’ensemble L(S2) est I'ensemble R2).

e  S;estun systeme lié de deux vecteurs de IR2. Ce n’est donc ni une base ni un générateur de R2 (de
dimension 2).

Comme : (:i) = - G), les combinaisons linéaires des vecteurs de S3 sont également des

combinaisons linéaires du vecteur (D Le systeme G"' = {(1)} est donc générateur de L(S3).

Comme il est libre, c’est une base de £(S3) et dim £(S3) = cardG” = 1.
ou

Comme dim £(S3) = rangS3 = 1, les bases de £(S3) comportent un seul vecteur. Tout vecteur non
nul de L(S5) fait I'affaire, par exemple (})

0 Ss est 1a base canonique de R3. L(S5) est donc IR3 et dim £L(S5) = 3.

0 S7 est un systeme de trois vecteurs de IR3, mais qui sont linéairement dépendants. Ce n’est donc pas
une base de R3. Dim £L(S7) = rangS; = 2 (voir exercice 6). Tout ensemble composé de deux vecteurs
linéairement indépendants de S7 — par exemple les deux premiers vecteurs de S, qui ne sont pas
proportionnels - est donc une base de L(S7).
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EXERCICE 9
1.X = (;) =1 ((1)) + 3 ((1)) ouB = {(é) , ((1))} est la base canonique de R2.

oeeeegi= () +3(0)

A~
<

b. On a construit le vecteur X en faisant X = 2 (1) +1 (_1

base {(D , (_i)} sont donc bien données par le vecteur U = (i)

). Les coordonnées du vecteur X dans la

EXERCICE 10

1.
2
e (Coordonnées de X = | 1 |dans la base B;

2 3 1 0 0
On résout le systeme : <1> = x4 (0) +y (1) +2z; <0>
3 0 0 1
On voit immédiatement que
2 1 0 0
x=(1)=2(o) +1(3)s(o)
3 0 0 1

On en déduit que les coordonnées du vecteur X dans la base B;, qui est la base canonique de R3, sont
données par le vecteur X; = X : les éléments d’'un vecteur de R™ donnent ses coordonnées dans la base

canonique de R™.
2

e Coordonnéesde X = (1) dans la base B,

3
2 0 1 1
On résout le systeme (1) =X, (2) +y, (—1) + 2z, ( 0).
3 1 3 -1
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2 0 1 1
On peut remarquer directement que (1) =1x (2) +1x <—1> +1x ( 0), sinon, on résout par la

3 1 3 1
xz = 1
méthode du pivot et on obtient {yz =1.
Zy = 1

1
On en déduit que les coordonnées du vecteur X dans la base B, sont données par le vecteur X, = (1) .
1

2
2.Coordonnées de X = | 1 | dans la base By :

3
2 1 1 1
On résout le systeme (1) = X3 (1) + 3 (1) + 23 (0)
3 1 0 0
2 1 1 1 1 11 X3
1)=x;3 1)+y3 1)+z3 0] X =A43X3avecAz3=|1 1 O0)etX;=(Y3
3 1 0 0 1 0 0 z

x3+y3+Z3:2 Z3:1
On voit immédiatement que {xg +y;=1 =3 {yz =-2
X3 = 3 X3 = 3

1 1 1
OnadoncX =3 X <1> —2X (1) +1x <0> et on en déduit que les coordonnées du vecteur X dans la

1 0 0
3
base B; sont données par le vecteur X, = | -2 |].
1

EXERCICE 11

0 1 1
Soit 'ensemble de vecteurs G = {(1) , (0) , <1>
1 1 0

1. Tout systéme libre de trois vecteurs de R® est une base de R®.
Le systéme G, composé de trois vecteurs de R3, est donc une base de R3 s’il est libre, autrement dit si son
rang est égal a 3. Or ;

de R3.

0 1 1\L 1 0 1\Lhi=1L 1 0 1\l
rangG =rang<1 0 1>L2=rang<0 1 1>L’2=L1 =rang<0 1 1>L’2
1 1 0/L; 11 0/L, 01 —-1/L,=L—L,
1 0 1\Li
=rang<0 1 1>L’2 =3
00 —2/Li=L,-1,

Conclusion : G est une base de R3.

0 1 1
2. Comme les colonnes de la matrice <1 0 1) forment une base (que I’on notera B) de R3, tout vecteur
1 1 0

x
<y> de peut R3 s’écrire sous la forme d’une combinaison linéaire unique de ces colonnes.
z

x 0 1 1\ /,a
Le systeme <y> = (1 0 1) <b> a donc une solution unique.
z 1 1 0/ ¢
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a X 0 1 1 a X
3. L’unique solution <b> du systeme <y> = (1 0 1) (b) donne les coordonnées du vecteur <y>
0 1 1

c z 1 1 0/ \c z
guelconque dans la base B.
x\ Lq
La matrice élargie de ce systeme est : (1 0 1 y) L,
1 1 o0lz/L;

En appliquant la méthode du pivot dans I’ordre habituel, il vient :

1 0 1y\L; =L, 10 11 ¥y \L 10 1
0 1 1fx)r,=1,=(0 1 1| x L, =(0 1 1

1 1 olz/y, 0 1 —1lz=y/p_p 1 00 -2

y Ly
X L’z
ETY T X =15 -1

Onadonc:
a + 0+ ¢ = y
{Oa + b + ¢ = X ,
Oa + 0b — 2¢c = z—y—x
ce qui donne :
[a — —x+2y+z
_ x=y+z
Ly = s
LC _ x+y—-z
2

a x
4. Ecrire le résultat sous la forme (b) = A<y>, ou A est une matrice de format (3, 3).

c VA
—x+y+z _ 1 +1 +1 1 1 1
¢ = 2 CT TR 2 2 2| .
b_x—y+z=)b_1 1+1=>b— 1 1 1
= 5 = Zx Zy 2Z c > > > 321
PR ST S R Y I
2 © T 2rTaY TRt 2 2 2
EERE T
a X /2 2 2\
D’ou<b>=A<y>avecA=| ER
2 2 2
oz \1 1 _1/
2 2 2
5.
_1 1 1
2 2 2)00 1 1\ /1 0 0
AB=| - -~ ~fl1 0 1/={0 1 0) Onadonc:A =B~
101 if\1 10 \ooo 1
2 2 2

6. Comme B est de plein rang, et donc inversible, ona:

)=o) =) -en)= ()=o)
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EXERCICE 12

0 1 0
Soitla matriceM =(—-1 0 2
2 0 1

Partie A : Résolution de systémes et coordonnées d’un vecteur dans une base
1. Les colonnes de M sont des vecteurs de R3. Or, trois vecteurs de R? forment une base de R3 si ils
sont linéairement indépendants. On vérifie donc que rangM = 3.

010 1 0 0\L: 1 0 0\l
RangM=rang({—-1 0 2|=rang(0 -1 2|L,=rang|0 -1 2|L; =3

2 01 0 2 1/ Ls 0 0 5/L5=1Ls;+2L,
(la derniere matrice est triangulaire d’ordre 3 et ne comporte aucun zéro sur sa diagonale principale).
2. Comme les colonnes de M forment une base de R3, le systeme admet une solution unique.

3. La matrice M est de plein rang et donc elle est est-elle inversible.

0 1 0\ /%1 Uy
4.Posons| —1 0 2]||[x|=[U2
2 0 1/ \Xx3 Us

0 1 0Jur\L,
La matrice élargie du systeme (—1 0 2 uz) L,.
2 0 1luz/Lg
0 1 0o i \Li
En appliquant la méthode du pivot, on obtient <—1 0 2| U2 ) L, (pivot)
0 0 S5lust2uy/ Ly =13+2L,
-1 2
Xy =Uq X1 =—§u2 +Eu3 X1 0 S 3 Uq
On a donc {_xl +2x3 =uy =X =U = <x2> =(1 0 0 (uz>
Sx3 =uz+2u X3 =§u2+éu3 X3 0 % % Us

0 -02 04
On en déduit que M~1 = <1 0 0)
0 04 0,2

On peut aussi résoudre sous forme entiérement matricielle en posant :

0 1 0\/M™ 1 0 0\ /%
2 0 1/ \x3 0 0 1/ \us

o

0 1 0j1 0 0\Ls
On pose alors la matrice élargie { —1 0 2|0 1 0 )L, et on applique la méthode du pivot a
2 0 10 0 1/Ls

plusieurs reprise de maniére a faire apparaitre la matrice identité dans la partie gauche de cette
matrice élargie

0 1 0]1 0 0\L; 1 1 =2|11 -1 o\Li=L—1L,
-1 0 20 1 o|JL,=[-1 0 2/0 1 0]L, (pivot)
2 0 1l0 0 1/Ls 0 0 5l0 2 1/Ly=Ly+2L,

1 1 =21 -1 0\L;(2" pivot)
=>(0 1 0]1 0 0) =1L, + 1L
0 0 10 04 0,2

v =021
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1 0 0/0 —02 04\LY=1L)—L,+2L3
=>(o 1 0|1 0 O)L'2
o o 1l0 04 02/Ly

1 0 0\ /%1 0 =02 04\ /U 0 -02 04
= (0 1 O) <x2> = (1 0 0) (u2> =M= (1 0 0)
0 0 1/ \x3 0 0,4 0,2/ \usz 0 0,4 0,2

2 0 —-02 04\ /2 1
5. 0n en déduit que la solution du systéme MX = (1) estX = (1 0 0) <1) = (2)

3 0 0,4 0,2/ \3 1

6. La matrice N étant de plein rang, elle est inversible. On peut donc écrire le systéme :
NX =UeNINN=NWex=NU

Le systéme admet donc comme solution unique le vecteur X = N~1U

Partie B : Bases orthonormées

0 1
1.C,*xCy, = (—1) * (0) =0%x1+(—-1)x0+2x0=0;C, etC,sontdonc orthogonaux.
2 0

0 0
C; xC3 = <—1) * <2> =0X0+(—1)x2+2x1=0;C; et C3 sontdonc orthogonaux.
2 1

1 0
CyxC3 = (0)*(2) =1x0+0x2+0x1=0 ;C,etC;sontdoncorthogonaux.
0 1

X 0 X
2. Les vecteurs de R3 orthogonaux a C; sont les vecteurs <y> tels que : (—1) * (y) =0.
z 2 z

0 X
Or:(—l)*(y)zo >0Xx—-1Xy+2Xxz=0=>y=12z
2 z

X 1 0
Tous les vecteurs de la forme <22> =x <0> +z (2> sont donc orthogonaux a C;.
z 0 1

L’ensemble des vecteurs de R® orthogonaux a C; est donc le sous-espace vectoriel de R® engendré
1\ /0
0/ \1

.G =02+ (D)2 +22 = VI+ 4 =+5;
NGl =VIZ+ 02+ 02 = VI=1;
ICsll = V02 +22 + 1°2 = V4 + 1 = /5.
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4. On peut représenter C3 dans le repére (0, x, , x3) puisque x; = 0.

D’aprés le théoréme de
Pythagore, la norme de C;
représente sa longueur (la
somme des carrés des deux
R , cOtés est égale au carré de
Cs i I’hypoténuse)
! S
O 1 I2 xz

5. Pour déterminer, a partir du systétme B; = {C;, C,,Cs} une base orthonormée de R3, il sufft de

diviser les coordonnées de chacun des vecteurs par sa norme.

-1 1 2
On en déduit la base orthonormée B = V5 |, (0) ,| v5 |} et la matrice orthogonale
2 1
“ 0 —
V5. V5.

0 1 0
EEE
A=|+5 V5
\% o &/
V5 V5

6. La matrice inverse d’'une matrice orthogonale est égale a sa transposée. On en déduit :

=

1
[ =]
Gl ol
G- ol

Exercice 13 (FACULTATIF - adaptation d’un exercice de comptabilité nationale de L1) —

025 01 0
1. Montrer que la matrice M des coefficients techniques s’écrit M = (0,25 0,2 0,25)
0 02 0,5

Un coefficient technique, noté c; ; est le ratio de la consommation intermédiaire de produit i par la
branche j, notée CI; ; et de la production de la branche j, notée P;.
Interprétation : pour produire une valeur de 200 Mds d’euros, la branche agriculture (colonne 1 du
tableau des entrées intermédiaires) utilise pour 50 Mds d’euros de produits industriels (deuxieme
ligne de cette colonne qui correspond aux produits industriels. Cette consommation intermédiaire
représente 25% de la valeur produite par la branche.
Ici, on a noté, par hypothése

e la production agricole sur la ligne 1, la production industrielle sur la ligne 2 et la production de

services sur la ligne 3
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e les CI de la branche Agriculture sur la colonne 1, celles de la branche Industrie sur la colonne 2

et celle de la branche Services sur la colonne 3

Par exemple, la branche 1 (agriculture) utilise 50 de produits 2 (produits industriels) pour produire

200: ¢y, =%1=2%= 0,25

Pour chaque colonne de la matrice, on utilise les CI de la colonne correspondante que I'on divise par la
production de cette méme branche

On retrouve bien la matrice M des coefficients techniques :

50 50 0

200 500 1000

| 50 100 250
200 500 1000
0 100 500

200 500 1000

025 01 0
=(O,25 0,2 0,25)

0 02 05

2. Laproduction de chaque branche aux prix d’acquisition est P + E = total ressources

Ces ressources sont employées soit comme consommations intermédiaires CI = MP, soit comme

emplois finals F.

On a bien, par équilibre entre emplois et ressources: P + E = MP + F.

3. OnpeutécrireP—MP=F—E < (I;—M)P=F —E < AP =F —E avec:

0,75 —0,1 0
A=1,—M= <—o,25 0,8 —0,25).

0 -02 0,5

1,4 02 0,1
4. Soitla matrice B= <0,5 1,5 0,75) .
0,2 06 2,3
0,75 -0,1 0\ /1,4 0,2 0,1
AB = (—0,25 0,8 —0,25) (0,5 1,5 0,75) =I3.DoncB=A4""1.
0 -0,2 0,5/\0,2 0,6 2,3

OnaAP =F —-E < BAP=B(F—E) < P=B(F—-E).
En effet, comme B=A"1,0ona:BA = I;.

5. A partir de la situation initiale et en supposant que les coefficients techniques et les écarts de prix

Dans la situation initiale, on a :

200
(500>=B(F—E)=B

sont constants, estimer les effets sur la production de chacune des branches d’'une augmentation
de 100 de la consommation finale de produits industriels.
1000

120 20 100
<340) - < 240) =B <100>
300 —100 400
Dans la situation finale, on a :

Pa 100 1,4 02 01 100 220
pr|=B(200)=105 1,5 0,75|{200|=| 650
Ds 400 02 06 23 400 1060
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6. Ecrire le TES correspondant a la situation finale (chiffres arrondis a I'unité).

On a déterminé les productions nécessaires a un nouvel équilibre. En ajoutant E, qui rend compte de
I’écart entre prix de base et prix d’acquisition, on peut remplir la colonne « total ressources ».

Il faut ensuite recalculer les consommations intermédiaires en appliquant les coefficients techniques
aux nouvelles quantités produites. Par exemple, la branche 1 (agriculture), pour produire 220
unités utilise 0,25 X 220 = 55 unités de produits 2 (produits industriels). On déduit en
sommant par ligne le total des consommations intermédiaires par produit.
Enfin, en dernier lieu, on peut calculer le total des CI par branche et en déduire la valeur
ajoutée de la branche. Par exemple, dans la branche 1, le total de CI est de 110, la production
de 220, et donc la valeur ajoutée de 220-110=110.

Tableau des
Tableau des ressources Tableau des entrées intermédiaires emplois
finals
Branche
Total Total
Producti | MC+MP IP-SP Total A S consommations emplois
on (P) (*) (**) ressources intermédiaires finals
Produit (ci) (F)
Produit
A 220 19 1 240 A 55 65 0 120 120
| 650 131 109 990 | 55 130 265 450 440
S 1060 -150 50 960 S 0 130 | 530 660 300
Total 1700 0 160 1860 [ 1OBIT 110 | 305 | 795 1230 860
branches
Valeur Ajoutée Brute 110 | 325 | 265 700
Production 220 650 | 1060 1930
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